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整數計算
第1章  綱要結構
在國小階段，整數指的是非負整數，所處理的是離散量的計數與計算。整數教學是國小數學的核心課程之一。課程安排應善用學生在入學前，已有的各種計數與解題能力，在既有的基礎上恰當地統整、釐清並擴張其經驗。
   整數計算是一切數學學習的基礎。在教學中，學童經由活動、情境掌握計算的意義，藉著各種例子體驗計算的規則與策略。流暢的計算能力，有如語文學習中，基本的文字駕馭能力，不僅可以內化學童的數字感，並且是日後（國、高中）學習抽象運算及形式推導的基礎，這樣的能力固然是學習科學所必須，也是能夠有效處理日常生活的基本能力之一。
   培養流暢的計算能力，應注意以下幾點：
1. 計算程序的發展有其嚴格性，必須每個環節都能掌握，才會有紮實的計算能力。
2. 在理解運算意義時，固然可以多樣舉例，但在學習計算程序時，則應運用最恰當的例子（例如幣值），讓學生能順利掌握計算的方式。
3. 計算程序本質上較為抽象，也因此才能應用於各種不同的情境。在理解運算的意義後，就應該慢慢脫離情境，做計算練習。
4. 計算的練習必須要多樣，讓學生能從多角度熟練運算的性質與程序。
5. 學生應該養成簡單心算與驗算的習慣。
6. 計算時能運用四則運算的性質，協助心算與估算，簡化計算、驗算與解題。
   國小整數教學的課程目標在於：
1. 從計數開始，學習位值的約定與換算，並在演算中，逐步熟悉，最後能掌握大數。
2. 在二年級下學期，理解算術的樞紐─九九乘法，作為日後所有計算的基礎。。
3. 到四年級時，能夠不拘泥於位數，熟練加、減、乘、除的直式計算。
4. 五年級時熟悉整數四則混合計算。
5. 在六年級時，理解基本的因數分解與質數概念，並與分數運算相互加強，建立完整的數字感。
第2章  數學結構
第1節  加法概念－「合成」
「合成」－是加法的概念，透過「合成」的運作，可以使兩個數合成一個新的數。（如：5和4合成了9）一般可分為『併加型』和『添加型』兩型。
第1項  『併加型』（合成）
example: 小丸子在便利商店買了兩顆巧克力糖和三顆牛奶糖，她一共買了多少顆糖呢？
第2項  『添加型』（增加）
example: 小玉有一顆蘋果，奶奶再給她三顆蘋果，請問小玉總共有多少顆蘋果呢？
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第2節  減法概念－「分解」
「分解」－為減法的概念，透過逆向的「分解」運作，一個數可以分成兩個數。（如：5可以分為2和3）通常可分為『拿走型』、『追加型』兩型。
第1項  『拿走型』
example: 桌上原來有5個布丁，豬太郎回家後吃了2個，桌上還剩下幾個布丁呢？
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第2項  『追加型』
example: 一支鉛筆10元，小新現在身上有6元，他如果要買一支鉛筆還需要多少錢？
第3節  認識『＋』、『－』及『＝』符號
1. 透過數數具體物的問題活動，轉移至運作與「＋」、「－」、及「＝」符號的聯結，記錄整個解題活動，獲得運算符號的具體意義。
2. 用「添加型」與「併加型」的問題情境，來介紹「＋」運算符號，
　　用「拿走型」及「比較型」來介紹「－」運算符號 。
3. 「=」的意義是等價關係，而目前學童的「=」 概念，可能只是一個訊號，要求決定運算的結果，或是左邊的運算會「變成」右邊的結果，因此對學童而言，「15－7=8」的意義是：15減7變成8，而不是「15－7」與「8」等價，教學時有必要將合成與比較問題並列，來介紹等號的等價意義。
第4節  「合十」、「拆十」、兩步驟合成分解問題
1. 以一百以內的加減，進行「合十」、「拆十」、「兩步驟合成問題」、「兩步驟分解問題」以及「兩步驟合成分解混合問題」等活動，擴展學童解題的能力。
2. 「合十」：如 「6和8是10和多少﹖」
「拆十」：如「10和6是7和多少﹖」
3. 兩步驟合成問題example：「小丸子有三張郵票，媽媽給了她五張，爺爺又送他六張，她現在共有幾張？」進行兩步驟合成分解問題活動時，教材應限制於「併加型」、「添加型」及「拿走型」等學童熟悉的問題類型範圍內，讓學童同時進行分解與合成活動外，並做為將來進退位運算學習的基礎。
第5節  認識乘法
在數學運算中，整數乘法算是最常會用到的計算。而乘法就像是加法，是一對整數的形成到一個特定數字叫做乘積的運算。
第1項 『倍』的概念
從日常生活中的倍數現象，例如一盒月餅有6個，一箱飲料有12瓶…..等，慢慢導入『倍』的觀念，讓學生有乘法的基本初步概念。
第2項 『□的□倍』語言轉換
example: 一頭豬有4隻腳，五頭豬總共有多少隻腳？
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「五個4」即是「4的五倍」
第3項  乘法與連加的關係
學生可以藉由連加的生活情境，取得「倍數」的概念。
example: 五個4相加 → 4＋4＋4＋4＋4＝20 即五頭豬共有4×5＝20（隻腳）
第6節  認識除法
除法最早的運用在於將東西平均分配，即是所謂的「等分」。
第1項  除法通常可分為『等分除問題』和『包含除問題』二大類：
1. 等分除（平分）
即是異名數相除，或是說解決單位量未知的問題。
example: 把15顆糖果（總量）分給小嘉、小華、小隆三個人（單位數），每人可到多少顆（單位量）？
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15顆糖果分給三個人，每人得15÷3＝5（顆）
2. 包含除（分裝）
即是同名數相除，或是說解決單位數未知的問題。
example: 小明有12顆糖（總量），每4個一包（單位量），可以裝成幾包（單位數）？
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把12顆糖，每4個一包，可分成12÷4＝3（包）
第2項  連減與除法的關係
除法與減法相關，因為整數的除法可視為一連串的減法，而每個減數都是相同的。例如：12÷4＝□，能視為12－4＝8，8－4＝4，4－4＝0，因為有三個減數的關係，因此，12÷4＝□這個想法過程引導出一個問題：「幾個4等於12？」
第3項  除法與乘法的相互關係
所謂乘法與除法之間的相互關係應該有兩層意義：
1. 除法原理
所謂258÷30，其實就是解258＝30×(商數)＋(餘數)的問題，也就是「被除數等於除數乘以商數加餘數」，通常要求餘數小於30。
2. 乘除互逆
example : 12 × 7＝ 7 ×12
第7節  四則運算
    當式子中有乘除的運算和加減的運算混在一起時，為了處理加減要先運算的問題，或者部份的問題中，為了先處理後面的運算，我們必須用一個符號加以區別，以打破由左而右的習慣。這個符號，我們習慣是以括號表示之。所以當式子中有括號時，我們約定括號內的運算先做，然後乘除運算比加減先算，最後才是由左至右運算。
第1項  四則運算約定的原則：
1. 由左往右依次運算
2. 括號內的先算
3. 先乘、除後加、減
第2項  常見的例題
1. 計算加減混合題和應用題
example: 巴士上有乘客 42人，到站後有 18人下車，25人上車，問現在車上有乘客多少人？
2. 計算乘、加、減混合題和應用題。
example: 蘋果每個 5元，西瓜每個 32元，購買 6個蘋果 2個西瓜要付多少元？
3. 計算除、加、減混合題和應用題。
example: 三位朋友一起到茶樓喝茶，吃了點心 38元，粉麵 34元，問平均每人要付多少元？
4. 計算乘、除混合式題和應用題。
example: 糖 15包，每包重 10公斤，如果將全部分裝成 5大袋，每袋重多少公斤？
第3章  教學策略
第1節  加法&減法
1. 在兒童的解題過程中，經常問「你是怎麼想到(知道)這個答案?」引導學童的注意力，由答案是什麼？轉移到這是怎麼做的
2. 老師在面對不同解題策略時，宜採較開放的態度，接受學童各種的解題過程。
3. 到比較型的問題時，先問誰多?誰少?  再問多多少?少多少？
4. 再添加、併加、拿走、追加的基本題型當中，加以變化，併使用適當數字做練習。
第2節  乘法
   以低年級學童為例，可歸納出下列五種方法（依序而言）：
1. 引起動機：
    教師講述“青蛙王子”的故事：「有一位王子被巫婆變成了青蛙，為了破解巫婆的咒語變回原來的樣子，青蛙王子要去找一個願意跟他同桌吃飯、同床共眠的公主來幫牠的忙。有一天，王宮裡公主的金球滾到青蛙王子住的池塘中；青蛙王子願意幫忙撿球，但是要求公主答應讓牠到王宮和公主一道吃飯並睡公主的床，公主勉為其難答應後，青蛙王子如約撿回金球。後來青蛙王子終於如願的和公主一起用餐，也睡到公主的床。可是牠不但沒有變回原來的樣子，就連公主也變成了青蛙。為什麼呢？原來巫婆要用池塘裡的蛤蟆來煉製她的神奇藥水，可是她卻不知道到底池塘裡的蛤蟆總共有幾隻眼睛？更不知蛤蟆有幾條腿？巫婆要青蛙王子和青蛙公主幫她的忙，找到答案以後，咒語自然會解除。」教師可以請小朋友幫王子公主來數數看池塘裡的蟾蜍共有幾隻眼睛和幾條腿。
2. 主題探索的程序：
    引起動機之後，帶領孩子共同解決問題。老師可以和學生一起唱「數蝦蟆」的歌謠。利用故事的講述，配合歌謠來呈現主題。教師可以請兩個學生到台上來當蝦蟆，由台下的學生來數數看兩隻蝦蟆共有幾條腿和幾隻眼睛。數分鐘後，徵求自願者發表他們的算法，再請每一位小朋友記錄自己的算法及答案。依序增加蛤蟆的數量，讓兒童做答；另以難度較高的題目，做為小組討論的題材，給予充分時間探討後，請各組說明解題的方式。發表結束之後，再讓各生記錄自己最擅長的算式及做法。
3. 專業術語和符號介紹：
   「幾個幾」和「倍數」概念的闡述固然是介紹乘法符號的相關名詞，然而除了以各式教具或實物讓兒童容易理解兩者的意涵外，太多抽象題目的練習，反而使兒童的認知機轉僵化，成為背誦公式般的解答機器。因此，宜以簡單明瞭的例子和定義來介紹，例如用5的乘法來看，我們可以直接以教室裡的學生拿來計算，每五人為一組，六組共有多少人？讓兒童自由發表各種解題方式，教師再利用連加法解釋乘法是加法的快速計算法，並列式是說明乘法表（即九九乘法）的意義。
4. 應用的相關活動：
    兒童確實知道乘法的意義後，教師可利用教具佈題讓兒童練習，作為教學的依據，讓學生在遊戲中接觸並學習乘法，可以讓學生學習熱忱提高。此外，大部分的教師和家長喜歡讓學生直接背九九乘法表，然縱使學生對九九乘法倒背如流，但對其真正的意思一知半解，這豈不是本末倒置嗎？不過，當兒童對乘法表已能隨意查用之後，倒也不妨進行一場擂臺賽，比賽乘法表的背誦或應用，以激發兒童適度的競爭。
5. 學習單和電腦輔助教學：
    這兩者的名稱雖不同，但都是針對學生的學習需求所設計的。學習單則可以用書面的方式，再度傳遞乘法的概念以及解題的途徑，並提供不同類型的練習。而電腦的部分，無論光碟或是網際網路，都可以找到許多既生動又有趣，且讓兒童百玩不厭的相關教學遊戲，使孩子不學會乘法也難。
第3節  除法
1. 先建立學生除法的重要概念－平分，之後再呈現等分除與包含除問題。等分除問題，除了一個一個分的策略之外，也要鼓勵學生使用嘗試錯誤的方法一次分二個(或二個以上)。
2. 除法直式包括兩個內容，第一是反映乘法的運算過程，第二是記錄了問題和結果。可是學生在解決除法問題時，沒有能力馬上估算出商的大小，可以慢慢分，找到答案，把這些嘗試分分看的過程，以直式記下來。
3. 而在等分情境中，分配可以用逐一分配(每人一顆，再每人一顆……)的方式進行，最後看看「分了幾次」或者「數一數每個人分到多少」就可以獲得答案。
4. 而在等組情境中，則可以用逐次扣除(裝一袋剩下……，再裝一袋……)的方式進行，最後用「扣了幾次」或者「數一數裝成幾袋」的方式獲得答案。
在數值運算上，都可以用逐次的「減法」來計算，像把算式258 ÷ 32寫成
258 － 32 ＝ 226  ，  226 － 32 ＝ 194  ，  194 － 32＝…

總共可以減8次，最後剩下2，因此
258 ÷ 32 ＝ 8…2

可以說258除以32得商數8、餘數2就是這個意思。把32連續被減的部分用乘法來看就是減掉8次32，因此258÷32的意思就是
258 ＝ 32 × 8 ＋ 2

因此258÷32也可以想成就是「258有幾個32？剩下多少？」的問題。
第4節  四則運算
在多步驟四則問題情境中，透過比較的活動，形成「乘、除先算，再由最左往右」記法的共識，省略在併式填充題中標示乘、除先算，再由最左往右計算步驟的括號 。
example：小新有21枝鉛筆，給了妹妹3枝，弟弟2枝，去合作社又買了7枝，問小新現在有多少枝鉛筆？ 
              甲 同學                    　乙 同學
[(21－3)－2]＋7＝(  )            21－3－2＋7＝(  )

[(21－3)－2]＋7                　21－3－2＋7

＝[18－2]＋7                    ＝18－2＋7

＝16＋7                        ＝16＋7

＝23                           ＝23

又如以下算式：
              A方式                 　　　　B方式
          [50＋(5×6)]－18＝(    )         50＋5×6－18＝(    )

           [50＋(5×6)]－18                50＋5×6－18

           ＝[50＋30]－18                ＝50＋30－18

           ＝80－18                     ＝80－18

           ＝62                         ＝62

皆可由討論與比較中，讓學生了解「先乘除、後加減，由左至右」的運算原則 。
第4章  認知結構
依照Piaget的認知結構論，他將兒童分為以下四個時期：
	期  別
	年  齡
	 特 徵

	感覺動作期
	0 ~ 2 歲
	1. 憑感覺與動作以發揮其基模功能。
2. 由本能性的反射動作到目的性的活動。
3. 對物體認識具有物體恆存性概念。

	前運思期
	2 ~ 7 歲
【一～二年級】
	1. 能使用語言表達概念，但有自我中心傾向。
2. 能實用符號代表實物。
3. 能思維但不合邏輯。

	具體運思期
	7 ~ 11 歲
【二～五年級】
	1. 能根據具體經驗思維以解決問題。
2. 能理解可逆性的道理。
3. 能理解守恆的道理。

	形式運思期
	11歲以上
【五年級以上】
	1. 能做抽象思維。
2. 能按假設驗證的科學法則解決問題。
3. 能按形式邏輯的法則思維問題。
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認知發展階段
第1節  前運思期
1. 具體及知覺集中：只能注意到某一各向度，無法思考各個面向。
example：將較矮較寬的A杯水倒到較高較窄的B杯，兒童會認為B杯的水多。        

2. 狀態對於轉換：只注意靜態而忽略動態過程。
example：只能看到B杯的水位較高，而忽略從A杯倒至B杯的過程。 

3. 不可逆：無法進行回到原點的思考。
example：小新的妹妹是小葵 → 小葵的哥哥是小新
4. 自我中心主義：不能客觀分析事實。
第2節  具體運思期
1. 表象異於實質：表面所建與實質是不一定是相同的。
example：把紅色的車子放在綠色的玻璃紙後面，雖然眼睛所看到的是灰黑色，但是仍知道實際上車子是紅色的。
2. 類包含概念：此階段的小朋友不僅能分類且具有類包含概念。
example：紅花7朵，白花3朵，是紅花多還是花多？→花多。
前運思期的兒童的回答→紅花多，但在具體運思期的兒童已經知道類包含，因此是花多。
3. 守恆概念：任何物質不管其形狀或外表的改變，其本質還是不變的。
4. 序位化：若要排序，可依長短排列，而不會就從頭排到尾。
第3節  形式運思期
1. 假設演譯：從假設的前提出發，經過演譯歷程，以獲得結論，也就是從一般的
              原理原則中形成假設。
2. 組合推理：對於事物的多因素進行組合歸納，進而加以推理，以思考解決問題。

參考資料：
1. 林宜臻老師數學園地
http://jen.naer.edu.tw/ 

2. 九年一貫課程與教學網
http://teach.eje.edu.tw/
3. 『數學科教材教法』，五南出版社
C. Alan Riedesel, James E. Schwartz, & Douglas H. Clements／著
謝如山．謝名起．謝名娟／譯。
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